














О НЕРАВЕНСТВАХ ДЛЯ ОПЕРАТОРОВ 7 

ности, определяемой операторами А и В.  Так как нам, кроме ре-
зультата этой теоремы, понадобятся некоторые факты из ее дока-
зательства, то приводим здесь доказательство необходимости усло-
вий теоремы. 

Пусть при А,=а неравенство Е а <Р а не выполняется. Для 
того, чтобы 'получить противоречие, достаточно найти хотя бы одну 
монотонно возрастающую функцию 1[-(/) такую, что неравенство 

не имеет места. Это будет функция при до-
статочно большом т.  Так как условие Е а<Е а не выполняется, то 
это значит, что оператор Е а(Е —Е а ) отличен от оператора аннули-
рования. Далее можно утверждать, что при достаточно малом 

будет выполняться соотношение Е а(Е—Р а+% )ф 0. 
Действительно, если бы при любом сколь угодно малом г̂ >0 

выполнялось соотношение Е а(Е  —  Р а+ч)  =0, то в силу односторон-
ней непрерывности спектральных функций мы имели бы равенство 
Е а(Е—Е п )  =  0, равносильное неравенству Е а<Е а и противореча-
щее нашему предположению. Итак, мы имеет соотношение Е а(Е— 
—/7„+,)#0при е>0.Это означает, что существует  элемент х 0  ^Е аН, 
х 0 \\=1  такой, что . II (Я— Е а + В ) х 0  ||  =̂ 0. 

Рассмотрим скалярные произведения (А т х {3 ,х 0 )  и (В т х 0 ,х 0 ). 

а 

(А"х 0 ,х 0 )  =  | Х^( Яхаг0 ,л: 0 )  =  \1 т с1(Е-,  х,„х 0 )<а т  (х 0 ,х 0 )  =а т  

(В т х 0 ,х 0 )=^ т а(гьх 0 ,х 0 )>  | 0 ,х 0 )> 
а+е 

>(а+г) т  |  а(РхХ 0 ,х 0 )=(а+г) т ((Е-Р„^)х 0 ,х 0 )  = 
а  +  1 

= (а+еЛ| {Е-Г а*.)х 0 \\ 9 -. 

Сравнивая выражения для (А т х 0 , х 0 ) и В т (х 0, х0), видим, что 
при достаточно большом т  будет справедливо неравенство 
(А т Хо, *о)<С  (В т  х0, х 0 ).  Противоречие получено, так как неравенство 
А т^-В т не имеет места при достаточно большом т,  хотя функция 
1т монотонно возрастает при и неотрицательных т. 

Пример.  Этот пример показывает, что неравенство /4>В может 
выполняеться, а соотношение ЯхС/ ,̂ выполняется не при всех X. 
Пусть операторы А \\ В  действуют в двумерном евклидовом про-
странстве и задаются матрицами второго порядка: 

• Ч й ? ) . Н 1 3 ) . 

Матрица А-  В=  (!_2 4) неотрицательна (все главные миноры 
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А. Е. СЕРЖАНОВ 

с _ Г/1 - е\о&Ч  соз и 
'  о ® |—7======- йи. 

•> у' 51П2С — 81П2И 

I 

V-

и 

Обозначая -~=а и поступая как в § 3, получим: 

(  / ( V I - е^082Д СОУИ ^ (' С05И 
0 - ) У.тЧ-^и  й и = г )  УШ^Ж  й а '  Г д е 

и  „ 

I 
и 

г  ---  --

У  I—е-со5  г и  СОЗ и  , 
—7-  „ йи У 8111'-*— 81112Ц 

(14) 

у  8Ш -̂8)П2Ц 
-  йи 

и 

° _ Г С 0 8 Ц -„ * . 81ГШ 
Т-)  2 а / Т 5 1 П ^ у ' 

отсюда 

з1пи=зт<з1п(|— -1) = зт^соз^- (15) 

Давая 2 произвольное значение, заключенное в преде'лах (11)) 
по формуле (15) находим з1пи1=5т/+соз-, определив при-
ближенное значение и\ по формуле (14), вычисляем второе 
приближение г=г2 и т. д. Проводя вычисления, аналогичные про-
деланным в § 4, легко показать, что 

|з1п«ж+1—81ПИк|< | $\пи к — 31ПНК_11 в, где в— _ _ _ 

В этом случае процесс всегда сходится. 
и 
С  у~\  е 2 со8 2 иС05И 

6. Для вычисления 8=а \ —— /̂и разложим г 1— е 2 сов~и 
У  81П 2 ^—ИП 2 И  -

"о 
в ряд по степеням е2соз2 и. 
Получим: 

(-1—е2со82и)-'» = 1—е2соз2н — уе4соз4и— ^е6соз°«+ . . .+ 
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6. Ученые записки, том 7. 







СВОЙСТВА СПЛАВОВ СИСТЕМЫ КАДМИИ — олово 

1еиию результатов измерения с вычисленными по теории данными. 
Например, сторонники зонной теории, принимая во внимание взаи-
модействие электронов .проводимости с колебаниями решетки, пре-
небрегают корреляцией между электронами. Такое упрощение, 
естественно, (приводит к непригодности этой теории для объясне-
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Рис. 1. Диаграмма состояния системы кадмий -— олово. 

• 11 и я механизма передачи тепла и электричества в металлах и ме-
таллических сплавах. Для построения теории, которая позволяла 
бы лучше разобраться в механизме теплопроводности и электро-
проводности, необходимо накопление как можно большего экспе-
риментального материала о температурной зависимости этих 
свойств в широком температурном интервале. 

Представляет также интерес выяснение характера изменения 
электропроводности и теплопроводности при фазовом (превраще-
нии в -сплавах аЛстемы кадмий—олово. По поводу фазового прев-
ращения в сплавах кадмия с оловом существуют различные, иног-
да противоречивые мнения. Результаты исследований, проведен-
ные многими исследователями, привели к выводу о наличии фазо-
вого превращения при 128—130°С для сплавов рассматриваемой 
системы. 

Проведение измерений 

Измерение электропроводности и теплопроводности образцов 
проведено на установке (рис. 2), собранной нами по методике, раз-
работанной при кафедре молекулярной физики Моск. госуниверси-
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циалов на образцовом сопротивлении. Зн:ая отношение теплопро-
водности к электр апров од ноет и, до электропроводности можно 
н а й ти теп л огтр о водность : 

X = 0 24 - Г к а л 1-
'  гЫ){см  сек  граО\ 

Ошибки в измерении электропроводности не превышали 1,3%, а 
теплопроводности—3 %. 

Материалами для измерения служили, чистые металлы: олово 
чистотой 99,94% и кадмий ч.д.а. Образцы сплавов кадмий—олово 
изготовлены из точно отвешенных количеств компонентов. Плавле-
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Рис.3. Форма для изготовления образцов, 

ние .производилось в фарфоровых или графитовых тиглях под сло-
ем древесного угля во избежание окисления образцов. После плав-
ления и изготовления образцов остатки расплавов подверглись 
химическому анализу для учета изменений в составе, которые могут 
иметь место в результате угара и частичных окислений. Химиче-
ский состав отразцое, который они имели после плавления, приве-
ден в таблице № 1. 

Для отливки образцов использовались формы из чугуна или 
специально изготовленные формы из теста огнеупорной глины с 
тонко измельченным порошком шамота. Формы из огнеупорной 
глины с шамотом имеют некоторые преимущества перед металли-
ческими и графитовыми; их можно легко изготовить для любой 
конфигурации и размеров образца. Из-за малой величины тепло-
проводности керамики жидкий сплав охлаждается в таких формах 
медленно, что очень важно при отливке для хорошего заполнения 
формы. Каждая форма состояла из двух половинок (рис. 3), за 
жимаемых между собою при помощи болтиков. 

Наиболее ровные поверхности у образцов получаются при по-
мощи металлических форм. В других случаях для получения бо-
лее ровной поверхности применялось протягивание образца через 
фильеры. Для устранения напряжений и неоднократностей в опла-
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и электросопротивлениями компонентов существует  полная адди-
тивность. Если состав выражен в объемных процентах, то зави-
симость удельного сопротивления от концентрации выражается 
прямой линией, соединяющей электросопротивление компонентов. 
При выражении концентрации другими процентами эта завиеи-

р ю'ом  см 
* 

го до Ь'С 
0  то  >*о  ?оп 

Рис. 4. Температурная зависимость удель-
ного сопротивления сплавов: 1 олово, 

2 1,91% Сс1+5п; 3 -4, 74% СсЦ-5п 

мость изменяет свой характер [1937]. Измерения А. Сальдау для 
ряда металлических систем (олово—свинец, олово—цинк и т. д.) 
показали, что электросопротивление сплава, соответствующего  эв-
тектическому составу, не укладывается в прямолинейную зависи-
мость [1952], а выделяется среди других более или менее четко вы-
раженным максимумом, что ясно видно и из наших измерений. 

При повышении температуры электросопротивление всех об-
разцов сплавов кадмия с оловом увеличивается. Это увеличение 
сначала происходит, примерно, по линейному закону. При темпе-
ратуре около 140° ^образца с 1,91% Сс1 наблюдается небольшой 
перегиб. У остальных изученных нами образцов четко заметные 
перегибы происходят при температурах 125—130 ' (в среднем около 
128° С). Эти аномалии на кривых температурной зависимости 
удельного сопротивления, по-видимому, связаны с фазовым прев-
ращением, которому подвергается данная система в твердом со-
стоянии при 127—130°С. 

Теплопроводность. Результаты измерения теплопроводности 
сплавов системы кадмий — олово в зависимости от температуры 
приведены на рис. 6 и 7. 

Как видно из рис. 6, теплопроводность образцов, содержащих 
1,91 и 4,74% кадмия, меньше теплопроводности чистого олова. Это 
связано с образованием твердого раствора кадмия с оловом при 
таких концентрациях. Теплопроводность этих образцов незначи-
тельно увеличивается с температурой. Также увеличивается тепло-
проводность образца 75,42%Сй+24,41 %5п с повышением темпера-
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